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Exercices

Equations — inéquations

Exercice 1.— Résoudre les équations suivantes :

t—1=vz+2, In@@®—1)+2m2=In(z—1), zV¥=z", |z—1=|z+2.

Exercice 2.— Résoudre les inéquations suivantes :

2_9 1 1
T =2y, Vazr —1 <2 +1.

>7
2z — 3 r—3 3zx-2’

Exercice 3.— Soit z €]r/2, [ tel que cosz = —3/5. Déterminer la valeur de sinz et tanx.

Exercice 4.— Soit f : D — R la fonction définie par f(z) = (tanx) tan(2z) pour tout
xeD={reR: (cosz)cos(2z) # 0}.

1. Expliciter les ensembles D et E={x € D : f(x)# —1}.
2. Montrer que pour tout z € F on a l'égalité (1 + f(z))~! = cos(2z).

Exercice 5.— Résoudre les inéquations suivantes :

9 tan?r —2 1
tan"r <3, —s—— < <.
tan“x — 1 2

Exercice 6.— Déterminer, en fonction des parametres réels a et A, les racines du polynome
Pt)=(\+1)t*—2at +\—1.

Etudier le signe de P(t) en fonction de ¢.

Exercice 7.— Montrer que pour tout (a, 3) € R? il existe des réels a et b tels que
acost + Bsint = acos(t +b).
En déduire, en fonction du parametre A € R, la solution des équations et de I'inéquation suivantes :

cost+sint =\, cost+2sint =X\, cost—sint>0.

Exercice 8.— Etablir les relations suivantes :

1 —u? 2u 2u
cos = ——, sinfl=-—~, tanf=-—,
1+ u? 1+ u? 1—wu?
avec u = tan(6/2). Pour quelles valeurs de 6 sont-elles valides ? En utilisant ces relations ainsi que
Pexercice 5, résoudre de nouveau les (in)équations de 1’exercice 6.



Exercice 9.— En s’inspirant de 1'exercice précédent, résoudre ’équation suivante :

cost —3sint + 2tan(t/2) — 1 =10.

On notera « 'unique élément de | — 7, 5

Exercice 10.— Représenter graphiquement les droites d’équation :

[ vérifiant tan a = 2.

r—y=3, 2zx+y=3, z—y=-2.

Résoudre les systemes d’(in)équations suivants et représenter graphiquement leurs solutions :

r—y=3, r—y=3, r—y<3, r—y<3, r—y >3,
20 +y=3. r—y=—-2. 20 +y > 3. r—y>—-2. -y < —2.

r—y <3, (r—y—3)2r+y—3) <0,
m_y2_27
20 +y > 3. (—y—-3)(z—y+2)(2x+y—3)>0.

Fonctions

Exercice 11.— Déterminer le domaine de définition des fonctions :
fi(z) =Inln|z], fo(z) = In|In|z||, fa(x) = |ln|1ln|z]||.

1+«
4 — 3x

f4(3:):ln< ) , fs(x) =B+ 6+ In(l —z), fo(z) = In(z? — 22 — 5).

Exercice 12.— On se donne trois fonctions réelles de variable réelle, f, g et h. On ne dispose
que des informations suivantes :

1. Le domaine de définition de f est |—2,2[, f s’annule en —1, 0, 1, elle est strictement négative
sur |0, 1] et strictement positive sur les autres points,

2. Le domaine de définition de g est [0, 3], g s’annule en 0, 1, 2, elle est strictement positive en
dehors de ces points.

3. Le domaine de définition de h est | — 1, 1], h est positive sur son ensemble de définition.
Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :
1. f+ g définie par (f + g)(z) = f(z) + g(z),
. [-g-hdéfinie par (f - g-h)(z) = f(z) - g(z) - h(z),
- In(f-g), n(f-g-h), In(g+h),
VI Va+h

Exercice 13.— Soient des fonctions f :] — oo, 7/2] = R et g :] — 1/2, +00[— R définies par :

f(x):{o six <0, y g(x):{x sixze]—1/2,1/2],

sinz size€l0,7/2 Inz siz>1/2.

= W N

Déterminer le domaine de définition et I'expression des fonctions composées foget go f.
Exercice 14.— Soit f : R — R définie par f(z) = In(z? — 2z + 3).
1. Montrer que pour tout y > In 2, 'équation f(x) =y admet une unique solution z > 1.

2. Soit g : [1, +0o[— [In2, +00] la restriction de f & [1,+oo[. Calculer (g=* o f)(x) pour z € R.



Exercice 15.— Déterminer si les fonctions suivantes sont des bijections et, si oui, donner leur
fonction réciproque :

fl(m):{x six <0, f2($):{

:
5 siz>0.

2 i 2 5
fg(m‘):{xg siz <1, f4(x):{x3 siz € 0,1],

sie <1,
J+1 siz>1.

—_ NI

x® six>1. x° six>1.

Exercice 16.— Le premier dessin représente le graphe d’une fonction f. Parmi les quatre dessins
suivants, lequel représente la fonction x — f(z) — 17

B T
LG

Méme question pour les fonctions = — f(z) + 1, z +— f(z+ 1), z — f(z —1).
Exercice 17.— Soit a et b deux réels, et f la fonction donnée par f(z) = ax + b. On travaille
dans un repere orthonormé (0,7, 7).

1. Quelle est ’équation du graphe de f 7 De quelle sorte de courbe s’agit-il 7

2. Déterminer I'équation de I'image de cette courbe par la symétrie d’axe Oz, puis par la
symétrie d’axe Oy, et enfin par la symétrie de centre O.

3. Pour chacune des courbes obtenues, donner une fonction dont elle est le graphe. Pouvez-vous
exprimer ces fonctions a l'aide de f 7

4. Déterminer ’équation de I'image du graphe de f par la symétrie d’axe y = x. A quelle
condition la courbe obtenue est-elle le graphe d’une fonction ?

Exercice 18.— Soit la fonction f : R — R définie par f(z) = cos(mz) cosm(z — a). Déterminer
pour quelles valeurs de a le graphe de f est symétrique par rapport a la droite d’équation z = 1.

Limites

Exercice 19.— Déterminer la limite des fonctions suivantes au point indiqué :
filz)y=2%+1 (1), fo(x) =—z—Inz (400), fa(x)=2z—Inz (400),

f4(x):ﬁ+ln(:rfl) (1Y), fsl@)=a?—z (—o0).

1

Exercice 20.— En utilisant uniquement le fait que =" sinxz — 1 lorsque z — 0, étudier la limite

des fonctions suivantes au point xg indiqué :

CcoS T s tanx cosr — 1
filz)=———, z0=—; fa(x) = , xo=0; fa(z) = ——%—, x0=0.
x—m/2 2




Exercice 21.— Etudier la limite des fonctions suivantes au point indiqué :

1 2 Vitz—1

lz]

pw=t- 2w aw=Y g pw = s,
Py = ) g = P ) ) = T ()

Exercice 22.— Déterminer les limites de chacune des expressions suivantes aux points indiqués :

223 — 322 + 1 (400 et 1) 2x +3 (400) 20 +3 .. (+00)

B T — o0 e R € ), € ),

—423 4+ 3x+ 1 3zt +2 3zt +2

(3z* — 22%)e™®  (4+00), (322 — 22)e™V®  (400), (322 — 2z)e 2% (400),

In(z? + 22)

7z (Oet +00).

Vrin(z? +2z) (0et + o00),

Exercice 23.— Déterminer la limite des fonctions suivantes au point indiqué :

o) =255 0, o) = ) (e ) = RS (o,
fa(z) = 9l/2* _ 91/(1+2%) (+00), fs5(z) = sinxsin(1/2?) (—o0).

Exercice 24.— Déterminer si les fonctions suivantes sont bien définies au voisinage de 400, puis
si elles ont une limite lorsque x — +o0 :

‘ sinvz + 1
erteosT _ ot ,7+, V14+sinz+x—cosz, V1+z+sinlnz—+z.
sin /x
Exercice 25.— Dans cet exercice les fonctions notées e sont définies (au moins) dans un certain
voisinage de 0 et ont pour limite 0 en 0.
1. Déterminer les domaines de définition, resp D,, D} des fractions rationnelles suivantes :
2z 44 r—1
a(r) = —, b(z) = —F—F—5—.
(@) 224z —2 (@) zt+ 22241
2. Justifier I'existence de deux fonctions €1 et €5 telles que pour tout x dans D, :
2 2
a(x) = 3 +e(x—4) et alx)= — +ea(z+4).
Les fonctions €1, 5 sont-elles égales 7
3. Soit zy € R. Justifier 'existence d’une fonction g¢ telle que pour tout A dans R :
o — 1
b(xog+h) = —F—7=— +¢co(h).
(o + 1) i+ 222 +1 o(h)

Donner une formule pour la fonction &g.

Exercice 26.— Soit E : R — Z la fonction partie entiere définie de la fagon suivante : pour tout
nombre réel z, on notera E(z) 'unique entier k € N tel que k <z < k + 1.

1. Soit z¢ € Z. Montrer que E(x) admet en x = ¢ des limites a droite et & gauche distinctes.

2. Soit xy € R\ Z. Montrer que E(z) admet une limite lorsque  — .

3. La fonction £ admet-elle des limites en £o0?

4. Montrer que la fonction f(z) = zE(1/x) admet une limite lorsque z — 0.
Exercice 27.— Pour tout © € R on note I1(z) = [0,z], Iz(z) = [—x,z] et I5(z) = [z, +oo].
Etant donnée une fonction f : R — R, on va définir des fonctions Ny, Nz, N3 : R — Z de la
fagon suivante. Soit k € {1,2,3} et € R. Si f admet un nombre fini n(xz) € N de zéros dans
I'intervalle Ij(x), on pose Nj(x) = n(z). Sinon, on pose Nj(x) = —1. Déterminer si les fonctions
N}, admettent une limite en 0.



Continuité

Exercice 28.— Démontrer soigneusement, en précisant les fonctions et opérations employées, la
continuité des fonctions suivantes :

filz) =sin(@® +e%),  folz) =In(l—a?) +V2-22, fi(z)=tane™®, fi(zx)=E(?),

sur les intervalles respectifs I = R, Iy =] — 1, 1[, Iz =] In(2/7), +oo], et I = [1,v/2].

Exercice 29.— Déterminer le domaine de définition puis étudier la continuité des fonctions :
1. Va3 -3 4. Inllz — 1] + 1 7. In|Vz —1+1]
2. In((z — 1)%(z + 2)%) 5 In||lz + 1| — 1] 8. In|vxr—1-1|
3. In(va2 +1-2) 6. In|jlz — 1| —1] 9. V/In(z+1) -1

Exercice 30.— Peut-on prolonger par continuité & tout R les fonctions suivantes :

V92 v (1+2%) -1
. — .

Aw) =4 ===, f)=sin@)lal, fe)=1+=, fil2)=

x

Exercice 31.— Soit f et g les deux fonctions définies sur R par les formules :

x|z [ x—1 siz<0
O I e

Donner une formule pour la fonction composée fog. Donner de méme une formule pour go f. Sur
quels ensembles ces fonctions sont-elles continues ?

Exercice 32.— Soit f : R — R la fonction donnée par :

2?+1 siz<O0,
f'x'_){2+x siz>0.

1. La fonction f est-elle continue ?

2. Donner l'image par f de chacun des intervalles [—2, —1], [0, +o0], [-1, 1].

Exercice 33.— Donner — éventuellement par son graphe — un exemple de fonction f continue
sur le segment [0, 1] telle que f(0)f(1) < 0 et pour laquelle 'équation f(z) = 0 admet :

1. une racine et une seule en z = %

5
2. exactement deux racines distinctes.

3. une infinité de racines.

Exercice 34.— Montrer que les équations suivantes ont au moins une racine dans l'intervalle I :

12" =2+ 1=0sur I =[-2,0].

2. Vad+6x+1-3z=2sur [ =R.

3 T

3. tanx = -z sur I =|—, —|.
2 ]4 3 [
On pourra donner une valeur approchée de I'une de ces racines en utilisant la méthode de la
dichotomie — a I'aide du moyen de calcul de son choix.

Exercice 35.— Soit f : [0, +oo[— [0, +00[ une fonction continue telle que

lim M:l<1.

Tr—r—+o0 xX

Montrer qu’il existe o > 0 tel que f(a) = a.



Exercice 36.— On s’intéresse ici a l'existence de valeurs laissées invariantes par une fonction f.

1.
2.

3.

Montrer que ’équation cosz = z d’inconnue = € R admet une solution sur U'intervalle [0, 1].

Montrer que plus généralement, si f : [0, 1] — [0, 1] est une fonction continue alors I’équation
f(z) =  d’inconnue z € [0, 1] admet au moins une solution.

Donner des exemples de fonctions f comme dans le point précédent telles que :
a. ’équation f(z) =z d’inconnue = € [0, 1] admet exactement une solution.

b. Péquation f(z) = = d’inconnue z € [0, 1] admet exactement deux solutions.
c. I'équation f(z) = = d’inconnue z € [0, 1] admet une infinité de solutions.

Exercice 37.— Montrer que I’équation sinz = %7 d’inconnue = € [0, +00] admet une infinité de
solutions. On pourra pour cela introduire la fonction différence entre les deux membres de 1’égalité
et tester ses valeurs aux points de la forme 2k et 7 + 2km, k € N.

Exercice 38.— Pour un entier naturel n > 2, on considere la fonction polynomiale définie par :

pu(z) =2" —nax+n—2.

. Montrer que I’équation p,(z) = 0 d’inconnue z € [0, 1] admet une unique solution notée «,.

2. Quel est le signe de p,,1(ay,) ? La suite («;,) est-elle monotone ?

5.

A quelle condition naturelle sur 8 > 0 peut-on affirmer que pour tous les entiers n a partir
d’un certain rang on a l’encadrement 1 — % < a, < 1. Quelle est la limite de la suite () ?

A quelle condition naturelle sur 8 > 0 peut-on affirmer qu’a partir d’un certain rang on a
a, <1-— g? Il pourra étre utile d’étudier le signe de la fonction ¢(3) = e=? + 3 — 2.

Quelle est la limite de (n(1 — ay,)) ?

Exercice 39.— On consideére un cycliste qui parcourt 90km en 4 heures.

1.

5.

Est-il raisonnable de considérer que la fonction d donnant la distance parcourue jusqu’a un
instant ¢ est continue ?

Montrer qu’il existe un intervalle de deux heures pendant son trajet durant lequel il a par-
couru exactement 45km.

Montrer que si 3 points sont dans un intervalle I, alors leur moyenne est aussi dans 1. Qu’en
est-il pour 4 points ? Pour n points ?

Montrer qu’il existe un intervalle de 80mn pendant le trajet du cycliste durant lequel il a
parcouru exactement 30km.

Généralisation ?

Exercice 40.— Soient f, g : [0,1] — [0, 1] deux fonctions continues telles que go f = fog.

1.
2.
3.

4.

On note E = {z € [0,1] : f(x) = a}. Montrer qu’il existe au moins un élément z, € E.
Vérifier que si x € E alors g(x) € E.

On veut montrer ici que E possede un plus petit élément, c’est-a-dire qu’il existe o € F tel

que a < x pour tout xz € E.

a. Construire par dichotomie deux suites adjacentes (y,,) et (z,) telles que pour tout n € N
onax, €Fety, <xpourtout z € E.

b. On note « la limite commune de (z,) et (y,). Montrer d’'une part que o € E et d’autre
part que o < x pour tout z € E. Autrement dit « est le minimum de F.

On peut montrer de méme que E a un plus grand élément noté 5. En étudiant la fonction
o(x) = f(x) — g(x) sur le segment [«, 8], montrer qu’il existe = € [0, 1] tel que f(z) = g(x).

Exercice 41.— Soit (a,,)nen une suite de réels croissante et majorée par A. En introduisant deux
suites adjacentes bien choisies, montrer que la suite (a,)nen converge vers une limite [ < A.



Dérivée — TAF

Exercice 42.— Soit ¢ : R — R la fonction définie par :

¢(x):{a+bxx2 xz <0,

1

1. Pour quelles valeurs de a et b la fonction ¢ est-elle continue ?

2. Pour quelles valeurs de a et b la fonction ¢ est-elle dérivable en 07

Exercice 43.— Soient f, g, h :]0, +oo[— R définies par

f(z) = e , g(z) =sinyx, h(z)=-cosyx.
Prolonger par continuité en 0, puis étudier la dérivabilité du prolongement.

Exercice 44.— Soit f une fonction dérivable sur R. Calculer la dérivée des fonctions suivantes :
hi(@) =sinf(2?),  fa(x) =sin(f(2)*), fs(2) =sin® f(2),

fs@) = VI+J@T, fs(@) =@+ cos f(@),  fola) = tan 5o—ess

Exercice 45.— Etude de formes indéterminées.
1. Soient p,q €]0,1[. Ecrire le DL;1(0) de  +— (2 + z)?, puis celui de x — (2 + z)? — (2 + z)7.
En déduire la valeur de la limite
p_ q
lim (2+x) (2+x) .
x—0 €T

2. Ecrire le DL;(0) des fonctions x +— /1 + z, et x — cosz. Discuter, en fonction de la valeur

des parameétres réels a et 3, si
a1+ x+ Bcosx
- .

admet ou non une limite lorsque x — 0.

3. Ecrire le DL;(1) des fonctions  — In®z et z +— cos(x?). Discuter, en fonction de la valeur

du parametre réel «, si

2
In® z + « cos 22

z—1
admet une limite lorsque x — 1.

Exercice 46.— Déterminer le domaine de définition de la fonction :

n 1'3 nx
f(x):1(1+ )iz

z—1
Montrer que f admet un prolongement par continuité sur R. Etudier la dérivabilité a droite en
0 de ce prolongement.

Exercice 47.— Pour chacune des fonctions suivantes : préciser le domaine de définition, le do-
maine de dérivabilité puis calculer I'expression de la fonction dérivée.

filz) =2 + 1+ 2" + 2100 fo(x) =aPcosz,  fiz(x) =€ sinw,

A= pe = L hw e )= TR
fs(@) =0 +223,  fo(z) =1+ (zsinz)?,  fio(z) =Intanz,

P = 2 fu) = e A= gl =
fi5(z) = exp(1l/Inx), fie(z) =Inlnlnz, fir(z) = z|z|, fis(z) = v

1+ |x|



Exercice 48.— Soient f(x) = sinx et g(a) = —x cosx. Montrer qu’en tout point d’intersection
des graphes de f et g, les tangentes sont perpendiculaires.

Exercice 49.— Soient f: R — R et ¢ : Ry — R définies par

-1 x—1

f(x):tanm, ¢($):x+1~

Quelle est I'image de ¢ ? En déduire que f € C*(R).

Exercice 50.— Soit f la fonction définie par

Inx si x>1

o ={

-z si z<l1
1. Montrer que f est de classe C! sur chacun des intervalles | — oo, 1] et |1, +oc[. Donner une

formule pour sa dérivée.

2. Quelle est la limite de f’(x) lorsque 2 — 17? La fonction f est-elle dérivable en 17

Exercice 51.— Déterminer ’ensemble de définition, étudier les variations et rechercher les ex-
trema locaux de chacune des fonctions suivantes :

hw)=at—a*,  p@)=a®=5°  fie)=
)= p@y=ale,  fole) = sing

Exercice 52.— Etudier les variations et rechercher les extrema locaux des fonctions suivantes :
1
fi(x) =cosx +sinxz, fo(x) =cosz —sinz, f3(z)= 5%~ sinz, fi(x)=x+2cosz.

Exercice 53.— Etudier la fonction friaxw—a®

2% — 5z 4+ 1 = 0 a trois solutions réelles.

—b5x + 1 sur R et en déduire que I'équation

Exercice 54.— On veut ici démontrer 'encadrement 2z/7 < sinz < x pour tout x €]0, 7/2].
1. Montrer que l'on a zcosz —sinz < 0 si z €]0, 7[.

1

2. Etudier le sens de variation de la fonction z — 2! sinz sur lintervalle 10, w]. Conclure.

Exercice 55.— Montrer que 'équation suivante admet au moins une solution dans [0, 7] :
(2% 4+ 1) cosx + 2xsinz = 0.

On pourra pour cela considérer la fonction ¢(x) = (22 + 1) sinx et sa dérivée.

Exercice 56.— Soit f la fonction définie par f(z) = (x+1)(z+2)(x+3)(z +4). Démontrer, sans
grands calculs, que 1’équation f'(z) = 0 d’inconnue réelle z admet exactement trois solutions.

Exercice 57.— Montrer que si une fonction polynomiale admet n (un entier) racines dans R
alors sa dérivée admet n — 1 racines. Est-il vrai, a contrario , que si la dérivée admet n — 1 racines,
alors la fonction admet au moins n racines ? Donner un exemple.
Exercice 58.— Etablir les inégalités suivantes :

1. Pour tous réels a et b : |sina — sind| < |a — b,

2. Pour tous réels x et h : |cos(z + h) — cosz| < |h|,

3. Pour tout réel x : |e?* — | < |x|e?l®].



Exercice 59.— Quelques calculs de limites.

1. A laide du théoreme des acroissements finis, montrer que pour tout x > 0 :

1
P <ln(z+1)—ln:c<;.

2. En déduire successivement les limites des fonctions suivantes lorsque x — +oo :

fi(z) = Vz(In(x +1) —Inx) , fo(z) =z (In(z +1) —Inz) ,
fa(x) = (Hi) L file) = (1— ;) |

Fonctions réciproques

Exercice 60.— Déterminez les réels m pour que la fonction définie par f(z) = In(z3 + 2% + ma)
soit une bijection de ]0, +oo[ dans un intervalle que on précisera.

Exercice 61.— Soit f(z) = arccoscosz et g(x) = arcsinsinz pour tout z € R.

1. Montrer que f est périodique de période 2. Simplifier f(z) pour z € [—m,x]. Dessiner le
graphe de f sur R.

2. Montrer que g est périodique de période 27r. Simplifier g(x) pour x € [0,27]. Dessiner le
graphe de g sur R.

Exercice 62.— Les questions suivantes sont indépendantes.
1. Montrer que sin(arccos(x)) = v'1 — 22 pour tout = € [—1,1].

2. Exprimer tan(26) en fonction de tan(#). En déduire une expression simplifiée de arctan (1322 ) .

3. Justifier que f(x) = arcsin(2sin(x) cos(x)) est définie pour tout x € R et simplifier f(z)
pour x € [O, %]
Exercice 63.— Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € R.
1. 3cos (x—i— g) =1.
2. v/3cos(3x) + sin(3z) = 1.
3. sinz — 2cos(2z) = 0.
Exercice 64.— Montrer ’égalité arctan 1 + arctan 2 + arctan 3 = w. On pourra commencer par
calculer tan(a + ) en fonction de tan « et tan .
Exercice 65.— Résoudre les équations suivantes dans R :
1. arctan 2z + arctanx = /4.
2. arcsin 2z — arcsin(zv/3) = arcsin .
3. arctanz + arctan(zv/3) = 7r/12.

Exercice 66.— Montrez que arcsin(4/5) = 2 arctan(1/2).

Exercice 67.— Soit la fonction f : R — R définie par :
flx)==z (arctanx - g) .

Montrer que arctan z + arctan(l/z) = 7/2 pour tout > 0. En déduire la limite de f(x) lorsque
x — +00. Que se passe-t-il lorsque z est au voisinage de —oo 7



Exercice 68.— Donnez le domaine de définition de la fonction f définie par :
f(z) = arccos(z?® + 2z —1).

Calculez la dérivée de f, et précisez le domaine de validité de ce calcul.

Exercice 69.— Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes (en précisant le domaine
de validité du calcul). En déduire une nouvelle expression plus simple pour la fonction initiale.

VaoZ+2 1—=x
2 1

= 1 == t .
f(z) = arcsin ,  g(x) = arctan s

Primitives — intégrales
Exercice 70.— Préciser I’ensemble de définition et déterminer les primitives des fonctions :

1 f(m)_aa:—&—b
V2—z T axd

frl@) =l —z), fs(z)=|z*°.

fi(z) =tan’x, folx) =tanz, f3(z)=

fila) = =11 fole) = =g

Exercice 71.— Calculer les intégrales suivantes :

/4 2 0
I = / coszsintzdz, I, = / 14|z —13dx, I3= / tan zdx
0 0 /4

/6 5 5 -2 2 1/2 earctan(2z)
I4:/O cos” x + sin® xdx , 15:/1 mdm, 16:/0 de,

I /0 vdr I /1 dz I /_lx\/1+x2dx I /2 || da
7= T s 8 = T 9 = ) 10 = .
12 V1 —a? 0o V1—2z? 0 ~1

Exercice 72.— On note D = {z € R : sinz + cosz # 0}.
1. Déterminer D. Quel est le plus grand intervalle I C D contenant 07

2. On définit une fonction f : D — R en posant f(z) = (sinz)(cosz + sinz) ™. Trouver les
réels a, b tels que f(x) = a + b(cosx — sinx)(cos x + sinx) L.

3. Déterminer une primitive de f sur I.

Exercice 73.— Soit f la fonction définie par f(z) = In(z?).
1. Etudier f et tracer sa courbe représentative (C) dans un repére orthonormé (O, i ;)
2. Déterminer I'équation de la tangente T & (C) au point E(e, f(e)).

3. Calculer l'aire du domaine plan limité par ’axe des abscisses, la courbe et la tangente 7.
Exercice 74.— Soit f : R, — R définie par

fx) =

x
23 +3x2+Te+5"

On recherche une primitive de f.
1. Trouver une racine réelle évidente du polynéme x> + 322 4+ 7x + 5.

2. On note zg la racine précédente. Déterminer les réels p, ¢ tels que

23432 + Te +5 = (v — x0) (2 + pr +q).



3. Déterminer les réels a, b, c¢ tels que

a bx + ¢
r—1x9 a24+pr+q’

flz) =

4. Déterminer les réels A et u tels que bz + ¢ = A(2z + p) + p.

5. Soit g : Ry — R définie par
1

90 = e

Trouver une primitive de g.

6. Conclure.

Exercice 75.— Soit la suite (uy)n>2 définie par
1
=D
k=2

1. Etudier les variations sur |0, +o0| de la fonction f(z) = (zlnz)~L.

2. En déduire que pour tout entier k > 2 on a la majoration

k+1
OE / f(bdt,

puis donner pour tout n > 2 une minoration de u,, par une intégrale a préciser.

n+1
In:/2 f(t)dt.

3. Soit un entier n > 2. Calculer

En déduire lim I,, et lim u,,.

Exercice 76.— Calculer a 'aide d’une intégration par parties les intégrales suivantes

/4 T /3 1/2 1/2
I = / de, I,= / xcos(2x)dx, I3 = V1—22dz, I,= / arcsin zdzx .
0 COS T 0 0 0
Exercice 77.— A l'aide d’une intégration par parties, déterminer une primitive des fonctions

suivantes sur leur intervalle de définition :

flx)= (2 —2)(Inz —1), g(z)= 2%361'2'*'1, h(zx) = z+1 .

BI

Exercice 78.— Soit la fonction I :]0, +oo[— R définie pour tout « > 0 par
1
rlnx
I(a) = ————dz.
() /a 1+222""
1. Déterminer les réels a, b, ¢ tels que

1 a bxr+c

z(14 22?) R

2. En utilisant une intégration par parties, calculer I(«).

3. Calculer limg+ I.



Exercice 79.— Calculer a 'aide d’une intégration par parties les intégrales suivantes :

27/3 e™/? e
L = / (xcosz+sinz)Inzdr, I = / cos(lnx)dx, I3= / (Inz)3da .
/2 1 1

Exercice 80.— Calculer une primitive de chacune des fonctions suivantes, en précisant l'intervalle
sur lequel ce calcul est valable.

arcsin x 1 1

filx) = ———, fo(x) =arcsinz, f3(x)= o2 fa(z) = ﬁ

1— 22
Exercice 81.— On veut calculer I'intégrale suivante :

1
I:/ sin(raz'/%)dz .
0

2sinz en effectuant plusieurs intégrations par parties.

2. Calculer I en utilisant le changement de variables u = wz'/3.

1. Trouver une primitive de ¢(x) = =

Exercice 82.— Justifier la bonne définition de chacune des intégrales suivantes, puis trouver leur
valeur a l'aide du changement de variable indiqué :

2 /2 /3 sin2x ! dx
v+ ldx, / sin? z cos® zdzx / —dx, / _—
/0 0 0 1+coszx G 14+V1+z

2x,u=cosz et v =u®—1.

On posera respectivement v = x + 1, u = cos

Exercice 83.— Calculer 'intégrale suivante ot a et b sont deux nombres réels tels que a < b :

b
/a /b —2)(z —a)da.

On pourra utiliser le changement de variables © = (1 —t)a +tb ol la nouvelle variable ¢ varie dans
I'intervalle [0, 1] puis le changement de variables t = sin® u ol u varie dans [0, 7/2].

Exercice 84.— Calculer I'intégrale suivante :

! 1+ cos® x .
arctan sinzdx .
1 T+ — 22t +1
Exercice 85.— Soit f une fonction continue sur R. On considére les fonctions suivantes :

@1(:c)=/0m”f(t>dt, wz(x):/m F(t)dt, wg(x)z/x F(ta)dt.

1. Montrer que ¢; et oy sont des fonctions de classe C! sur R puis calculer ¢} et ¢h.
2. Montrer que @3 est continue en 0, de classe C! sur R* puis calculer () si  # 0.

3. Montrer que @3 € C'(R).

Exercice 86.— On consideére la fonction f: R — R définie par

sin? x cos® x
f(z) = / arcsin Vtdt + / arccos Vtdt .
0 0

1. Pourquoi f est-elle bien définie ? Montrer qu'il s’agit d’une fonction de classe C!.

2. Calculer f/(z). En déduire que f est constante et calculer sa valeur.



Exercice 87.— Pour tout entier naturel n on note :

27 /3

cos nx

fule) = S = [ s,
sin x x/3

1. Justifier la bonne définition de I,,. Rappeler les valeurs sin(7/3), sin(27/3), tan(r/6), tan(r/3).

2. Donner la valeur de I;.

3. Donner la valeur de Iy. On powrra effectuer le changement de variable ¢ = tan(z/2) en
utilisant la relation sinax = 2t/(1 + t2).

4. n étant un entier naturel, simplifier I, 15 — I,, en utilisant autant de fois que nécessaire la
relation trigonométrique cosp — cosq = —2sin((p — ¢q)/2) sin((p + q)/2).

5. En déduire la valeur de I,, lorsque n est impair.

6. Donner les valeurs de I et de I4.

Exercice 88.— Soit [ la fonction définie par :

On pose pour tout (h, k) € N* x N :

1
Ik:/o %dz et Hh,kZ/Oll”h(lnx)kdaf-

1. Calculer I.

2. Montrer que (h + 1)Hy, = —kHp, 1 pour tout k& > 1.

3. Calculer Hy, . En déduire que Hy, p = (—1)Fk!(h + 1)7F~L,
4

. En utilisant ce qui précede trouver la valeur de I.

Exercice 89.— Soit f : [a,b] — R de classe C' que I'on suppose strictement croissante. On
considere les deux intégrales :

b f(b)
I = / f(t)dt, I = / f i (t)dt.
a f(a)
1. Rappeler pourquoi f admet une fonction réciproque f~!.
2. Faire le changement de variable t = f(u) dans I3 et calculer I en fonction de I.

3. En supposant a,b, f(a), f(b) > 0, faire un dessin des deux sous-graphes 0 < y < f(x) et
0 <z < f~Y(y) et interpréter ce résultat géométriquement.

Développement limités

Exercice 90.— Etude de formes indéterminées.

1. Soient des réels a # 0 et b € R. Ecrire le DL1(0) de z +— (1+2)~!. En déduire par composition
le DL1(0) de @ + (a + bx + xe(x)) L.

2. Soit f: D — R une fonction telle que f(z) = ax + bx? + 2%¢(x) au voisinage de 0. On note
g(x) = x/f(z) lorsque € D \ {0}. A quelle condition g admet-elle un prolongement par
continuité en 0? Montrer que ce prolongement, s'il existe, admet un DL (0).

3. En déduire la valeur des limites suivantes :

. 1 1 . 1 1 . 1 1
Im|{—————, lim|——— ,  lim - .
e—0 \z In(l+2x) a—0 \z sinz e—0 \In(1+2) e*—1




Exercice 91.— On traitera cet exercice avec les valeurs o = 7/3, puis @ = 7/4, a = 7/6.
1. Donner le DLy(0) de @ ~— (1 4 #)¥2 puis le DLy () de sin et cos.
2. En déduire par composition le DLy () de sinV? et cosV2.

Exercice 92.— Donner le DLy(0) des fonctions suivantes :

3+

=i fo(z) =e®In®*(1+ ), fy(x) =arcsinz+cosz, fi(zr)=Incosz.
x

fi(z)

Exercice 93.— Donner le DLy («) au point « indiqué pour chacune des fonctions suivantes :

2+ e1/;zc
)= , a=—1; z) =lInsinx, a =n/4; x) = ,a=1.
fi(@) . fa(x) / fs(2) = —5
Exercice 94.— Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer 1’équation de la tangente au

graphe a ’abscisse indiquée et préciser les positions relatives du graphe et de cette tangente :

filx) =z +V2x — 1422, 9 =1,

fa(x) = arccosx + cosx , 20 =0,

. T
fa(x) =sinz — cos 2z, To =5 -

Exercice 95.— Soit f : [-7/2,7/2] — R définie par f(x) = cosz + x.
1. Montrer que f définit une bijection entre [—m/2, 7/2] et un intervalle I que 'on précisera.
2. On note g = f~! la bijection réciproque de f. Quel est le sens de variation de g ?

3. Montrer que g est de classe C? sur I'intérieur de I. Etudier ses dérivées a droite (ou & gauche)
aux bornes de I.

4. Calculer les valeurs g(1), ¢'(1), ¢”(1). En déduire un développement limité & lordre 2 de g
au point 1. Vérifier le calcul en écrivant un développement limité de g o f au point 0.

Exercice 96.— Soit f :]0,1[U]1, +oo[— R la fonction définie par

In(1+2%) Inx
r—1 '

fz) =

1. Donner le DL;(1) de z +— In(1 + 23) et le DLy(1) de In.

2. En déduire le DL;(1) de x + In(1 + 2®)Inz. En conclure que f se prolonge par continuité
en 1 en une fonction dérivable en x = 1.

Exercice 97.— Soit la fonction f: R, — R définie par f(z) = (1 + 22 + %)/,
1. On note g(h) = (14 h + h*)}/3 pour tout h > 0. Donner le DLy (0) de g.
2. Pour tout > 0, écrire f(z) a 'aide de z et g(1/x).

3. En déduire qu’il existe des réels a, b, ¢ tels que la fonction f admet le développement
asymptotique suivant au voisinage de 400 :

1 1
f(x):ax—l—b—l—c—i—e(), xr — 400.
x oz \z

En déduire que le graphe de f admet une asymptote lorsque z — +o00. Quelles sont les
positions relatives du graphe et de ’asymptote ?



Exercice 98.— Soit la fonction f : R — R définie par :

e2rta® 4] x <0,
fla) = 2
—x*+24+2x x>0.

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
2. La fonction f admet-elle un développement limité & 'ordre 2 en x =07

3. Quelle est la position relative de la tangente en = = 0 et du graphe ?

Nombres complexes

Exercice 99.— Questions diverses.

1. Pour tout k € {1,2,3,4}, déterminer les réels py > 0 et 0 € [0,27[ tels que 2z, = preifr,
avec 21 = 14+ i3, 20 = —1+14, 23 =3 — i3, 24 = %z

2. Déterminer et représenter graphiquement I’ensemble des z € C tels que 22 4+ 2z + 2 est
respectivement nul, réel ou imaginaire pur.

3. En utilisant la relation (@8 = ¢@¢i# retrouver I'expression de cos(a + ) et sin(a + )
en fonction de cosa, cos 3, sina, sin 8. En déduire les valeurs de cos(7/12) et sin(7/12).
zZ

i— A
s est réel.

4. Déterminer I'ensemble des nombres complexes z € C\ {—1} tels que

Exercice 100.— Soit ¢ un réel non nul. Déterminer en fonction de ¢ les racines réelles ou complexes
du polynéme P(z) = 2% +tz — 2/t. On note z_(t) < z4(t) les deux racines réelles lorsque ¢ > 2.
Montrer que z_(t) et z4(t) tendent vers une limite que 'on déterminera lorsque ¢t — +oo.

Exercice 101.— Soient zg, yo des réels fixés. On veut montrer qu’il existe un unique couple (x,y)
de fonctions de classe C* sur R, prenant en t = 0 les valeurs x(0) = g et y(0) = yo, et vérifiant
pour tout ¢ € R le systeme d’équations différentielles

1. Etant donnée une solution (x,y), on note z(t) = z(t) + iy(t). Montrer qu’alors z vérifie
Péquation z'(t) = az(t) et z(0) = zp, ol a et zp sont des complexes & déterminer.
2. Démontrer le résultat attendu.

3. Quels sont les systemes différentiels que I'on peut résoudre par cette méthode ?

Exercice 102.— Soient z1, 29, 23 des nombres complexes de module 1. On suppose z1+2z2+23 = 1.
Montrer que 27 + 25 + 2% = 1.

Exercice 103.— Soit a € R fixé. Tracer la courbe paramétrée par f(t) = eI+t hour ¢ € R.
Calculer |f(t)]. En déduire que si 0 < R_ < Ry sont deux réels, la portion de courbe comprise
dans Panneau {z € C : R_ < |z| < Ry} est la trajectoire sur un intervalle du type |t_, ¢ [ dont
on déterminera les extrémités en fonction de R_ et R.
Exercice 104.— Soit v : [0,1] — C une fonction de classe C!.

1. On pose ¢(t) = |y(t)|?. Montrer que ¢ est de classe C! et calculer ¢'(t).

2. On suppose désormais que pour tout ¢ € [0,1] on a v(¢) # 0. On note ¥(t) = In¢(t) pour
tout ¢ € R. Montrer que v est de classe C! et calculer v (t).

3. Justifier la bonne définition de 'intégrale

17
t
_ / @) 4
o ()
En notant que ¢(t) = v(t)y(t) et en utilisant la question précédente, déterminer a quelle
condition sur v le nombre complexe I est imaginaire pur.




Exercice 105.— Les coefficients de Fourier complexes d’une fonction continue f : [—-7, 7] = C
sont définis pour tout n € Z par

o)== [ e intar.

~or o

1. Pour tout k € Z on note fi(t) = e**. Calculer ¢, (f).

2. On suppose donnés des réels ay,...,an, b1,...,bn tels que pour tout t € R on a

N
ao+ Y _(ak cos(kt) + by sin(kt)) = 0.
k=1
On note ¢g(t) la fonction définie par le membre gauche de cette égalité. Calculer ¢, (g) de
deux fagons différentes pour en déduire que les a; et by sont nécessairement tous nuls.
3. On suppose f de classe C'. Déterminer quelle condition doit satisfaire la fonction f pour que
Pégalité c,(f') = incy,(f) soit vérifiée pour tout n € Z.

Exercice 106.— Pour tout entier NV > 0 et tout réel ¢t € R, on note

N
Sn(t) = e e
n=0
1. On fixe t € R. Calculer la limite de la suite (Sn(t))n>0 lorsque N — 4o00. On la note f(t).
Vérifier que ceci définit une fonction 2r—périodique continue f: R — C.

2. On note maintenant Ry (t) = f(t) — Sn(t). Quelle est I'expression de Ry (t) en fonction de
N et t? Vérifier que ceci définit des fonctions 2r—périodiques continues Ry : R — C.

3. On reprend ici les notations de l'exercice précédent. On fixe n € Z. Montrer que la suite
(en(RN))N>0 tend vers 0 lorsque N — +oco. En déduire la valeur de ¢, (f).

4. En conclure que la fonction f est égale a la ”somme de sa série de Fourier”, c’est-a-dire que
pour tout ¢t € R on a I’égalité

N

@)= Jim S ealf)en,
n=—N

Equations différentielles

Exercice 107.— Déterminer toutes les fonctions y € C!(R) vérifiant les équations suivantes :

y'(t)+2y(t) =0, y'(t)—ylt)=1t>,
Y (t) +2y(t) = €', o' (t) +y(t) =sint.

Exercice 108.— Trouver la solution y € C!(R) des problémes suivants :

y'(t) +Ty(t) =0, y'(t) —y(t) =1, y'(t) —y(t) =€,
y(1)=0. . .

Exercice 109.— Déterminer toutes les fonctions y € C!(I) vérifiant les équations suivantes :

y'(t) = QyT(t) +t, I=]0,+oc],
=20 e

y'(t) = yT +tarctant, I =]0,+oo].



Exercice 110.— Soient les fonctions a, b définies sur |0, +oo| par

1+ 3t2 t(1 —t?)

‘Wi =T

1. Déterminer toutes les fonctions y € C1(]0, +oo]) telles que 3’ = ay.
2. On pose z(t) = t2. Calculer 2/(t) — a(t)z(t) pour tout t > 0.
3. En déduire 'unique solution y € C!(]0, +-oc[) de Péquation y’ = ay + b vérifiant y(1) = 0.

Exercice 111.— Résoudre les problemes suivants :

y'(t) +y'(t) —2y(t) =0, y'(t) +y(t) =0, y'(t) = 2y'(t) +y(t) =0,
y(O)ZO, y(o):17 9(0)217
y'(0)=1. y'(0) =1 y'(0) =0.

Exercice 112.— Soit I"équation y" — 2y’ — 3y = (5t — 1)e =2t

1. Rechercher une solution évidente sous la forme yo(t) = (at + b)e 2.
2. Résoudre ’équation homogene associée.

3. En déduire toutes les solutions y € C?(R) de I'équation proposée.

Courbes paramétrées

Exercice 113.— On consideére la courbe paramétrée par :
(z(t),y(t)) = (cos®t,cos® tsint).

On supposera que 1’étude des variations des fonctions coordonnées est la suivante.

t |0 /6 /2 5m/6 T
|0 - — 0 + + 0
y |1 + 0o - 0o - 0 + 1
1 1
N\ , , e
x 1 1
N\ /
0
3v3
16
/‘ hV
y |0 0 0
pY v
_3v3
16

1. Ecrire le DLy(7/2) de x et y. En déduire la limite de (t —7/2)~2(z(t), y(t)) lorsque t — /2.
2. Tracer lallure de la courbe en précisant la tangente en chacun des points du tableau.

3. Donner, sous forme intégrale, une expression de la distance parcourue par le mobile entre
deux instants tg et ¢t;. Pouvez-vous calculer cette intégrale ?

Exercice 114.— Soit la courbe paramétrée v : R — R? définie par v(t) = (z(t),y(t)) avec :
x(t) =cos®t, y(t)=sint.

1. Déterminer les symétries satisfaites par la courbe.



2. Etudier les fonctions coordonnées x(t) et y(t).
3. Tracer la courbe géométrique correspondante.

Exercice 115.— Etudier et tracer les courbes paramétrées suivantes :

1—¢2 t—¢3 1+ 2t

M, (t) = (WH{J . My(t) = (tan(t)+sm(t),wsl(®> . Ms(t) = (t2+2t72€2> 7

2—1 t+1 42 43 sin? ¢
Mty = (—=, =), Ms(t) = ——, —— ), Me(t)= o cost) .
4®) ( t ’t(t—l))’ 5(®) (1—t’1+t2>’ 5() (2+sint’cos)

Exercice 116.— Déterminer la longueur des arcs paramétrés suivants :

My (t) = (t —sint, 1 —cost), te€][0,2n],
Ms(t) = (3cost — cos3t, 3sint —sin3t), te[0,n],
M;(t) = (cos®t, sin®t), te[0,7/2].

Exercice 117.— On considere la courbe paramétrée par :

t t?
M) =, — .
®) <t2—1’t—1>
1. Dresser le tableau de variations des fonctions coordonnées x(t) et y(t).

2. Quelles sont les asymptotes & la courbe lorsque t — 400 et t — —1F ? Préciser dans chaque
cas la position relative de la courbe et de son asymptote.

3. Montrer qu’il existe des réels a et b que 'on calculera tels que :

tjrifjg? =a, }gr%(y(t) —ax(t)) =0b.

En déduire 'existence d’une asymptote d’équation y = ax + b. Préciser la position relative.

4. Montrer qu'il existe t; # ta tels que M (t1) = M (t2). On pourra commencer par déterminer
la somme o = t; + to et le produit 7 = t1t,.

5. Montrer que les deux tangentes au point double sont perpendiculaires.

6. Tracé de la courbe.

Fonctions de deux variables

Exercice 118.— On considere les fonctions suivantes :

2

Ty .
x_an fQ(l.ay)* .Z'—Qy

Y2 1 cosx

fi(z,y) = ; fa(ﬂf,y):mv f4(fﬂ,y)ZM’

fs(@,y) =l +2) =y =z, folz,y) =sin(@®+y), fr(z,y) = tan(z® +y).

1. Déterminer puis tracer I’ensemble de définition de chacune des fonctions.

2. Calculer les dérivées partielles de ces fonctions.

Exercice 119.— Soient les fonctions :

fl(‘r7y):y2+8inxa fQ(‘Tay):ySin‘T7 fg(x,y):exp(fx27y2).

1. Déterminer les fonctions partielles de ces fonctions en un point (zg, yo). Tracer rapidement
I’allure de leur graphe, en indiquant notamment les maxima et minima.

2. Tracer 'allure des lignes de niveaux de ces fonctions.



Exercice 120.— Déterminer I’allure des lignes de niveau des fonctions suivantes :

filz,y) = lz|+ 1y, folz,y) = Va2 + 42, feolz,y) = max(|z],|y|).

Exercice 121.— Soit f € C}(R?) définie par f(z,y) = 2%y% —y? — 22 — 1.
1. Calculer Vf(z,y).
2. Quelle est la valeur de Vf(1,1)?

3. Déterminer la ligne de niveau de f passant par (1,1).
Exercice 122.— Soit f € C!(R?) définie par f(z,y) = 2° — 2%y +y* — 1.
1. Calculer Vf(x,y).

2. Donner I’équation de la tangente & la ligne de niveau passant par (1,1). Montrer que cette
ligne de niveau est, au voisinage de ce point, le graphe d’une fonction ¢ de classe C! que I'on
explicitera. Retrouver alors ’équation de la tangente en calculant ¢/(1).

3. Calculer V f(0,0). Que peut-on en déduire concernant la ligne de niveau passant par (0,0) 7
Montrer que cette ligne de niveau est, au voisinage de ce point, I'union des graphes de deux
fonctions que l'on explicitera. Tracer son allure.

Exercice 123.— Pour chacune des fonctions suivantes f en les deux variables x et y, trouver de
nouvelles variables X et Y, fonctions linéaires en x et y, telles que f s’exprime en fonction de X
et de Y sous une des formes : XY, a X2 +bY?, aY + bX?2. Dans chacun des cas, préciser I’allure
des lignes de niveau de f.

L filey) =a®+y* 2oy +y+u
2. folx,y) = 222 + 5y — 2wy
3. fa(z,y) = 3y* — 22% — 5wy
4. fo(x,y) = 42 + Ty? + 102y
Exercice 124.— Pour les fonctions suivantes, calculer les dérivées partielles premieres, donner

leur valeur au point indiqué et écrire la formule de Taylor d’ordre 1. On justifiera rapidement que
la fonction est de classe C' sur un voisinage du point considéré.

1. f(z,y) = xzsin(y) en (1,7/4);
f(z,y) = tan(z? + y) en (0,0);
f(z,y) = arctan(y/x) en (2,2);
f(@,y) = Va2 +y? en (2,2);
fz,y) =1+ (z+y)?) en (zo, o) ;
6. P(V,T) =k (ol k est une constante) au point (Vo, Tp).

9"!“.“.‘\"

Exercice 125.— On considere 1'équation (4 + 22)z + In(1 + 2?) = z + y d’inconnue 2.
1. Soit (x,y) € R? fixé. En étudiant la fonction ¢(z) = (4 + 22)z + In(1 + 22) montrer que
I’équation admet une unique solution réelle que on notera z(z,y).
2. On admet que z € C!(R?). Pour tout = € R calculer Vz(z, —z) en fonction de z.
Exercice 126.— Pour chacune des fonctions suivantes, calculer le DL a l'ordre 1 a partir des

DLs classiques des fonctions d’une variable. On vérifiera que le reste se met bien sous la forme de
[[(h, k)||e(h, k) ol € est une fonction de limite 0 en (0, 0).

f(z,y) =€ Y en (0,0);
f(z, (I+2)yT+yen (0,0);

~

L f(z,
2. flz,y) =
3. f(z,y) = /1 +sin(z —y) en (0,0);
4. f(a,y) = 135 en (0,0).

f
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Exercice 127.— On considere les fonctions suivantes :

filz,y) = 22 4+2y° —dx+4y, fo(z,y) = (:vQ—Fy2—acy)e“””v’7 fa(z,y) = y3 +ya? — 622 —6y° 49y .

Déterminer et étudier la nature des points critiques de ces fonctions.

Exercice 128.— Montrer que la fonction f(z,y) =  + 8y + 1/(xy) a un minimum sur RY x R¥ .
Quelle est sa valeur 7

Exercice 129.— Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = 3% + (1 — 22)2.

1.

Justifier brievement que f est de classe C? sur R? et donner des formules pour les dérivées
partielles de f.

2. Déterminer les points critiques de f. Quelle est la valeur de f en ces points?

Pour chacun des trois points critiques déterminés dans la question précédente, déterminer si
la fonction f admet un extremum (local) en ce point.

Déterminer le signe des trindmes z2 — 1 + V2 et 22 — 1 — /2 suivant les valeurs de z et en
déduire le domaine de définition de la fonction de variable réelle g(x) = /2 — (1 — a2)2.

Déterminer la relation entre le graphe de g et la ligne de niveau 2 de f, i.e. 'ensemble :

FZZ{(xay) €R27 f(:c,y):2}

Tracer I'allure de celle-ci aprés une breve étude de la fonction g.

Déterminer une équation de la tangente & Fy au point (v/2,1). On vérifiera que ce point est
bien dans F,. Tracer cette tangente sur le dessin issu de la question précédente.

Exercice 130.— Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = zexp(—3(z? + y?)).

1.

Justifier brievement que f est de classe C? sur R? et calculer son gradient.

2. Déterminer les points critiques de f. Quelle est la valeur de f en ces points ?
3.
4

. Pour chacun des deux points critiques de f, déterminer si la fonction f admet un extremum

Calculer chacune des dérivées partielles secondes de f en un point (z,y) de R2.

(local) en ce point. Précisez s’il s’agit d’un minimum ou d’un maximum.

On pose g(x) =2 — 22 4+ 2Inz pour x > 0.

(a) Etudier rapidement la fonction g, tracer son tableau de variations.

(b) Etablir l'existence de deux réels = et at strictements positifs, z= < zt tels que
g(z) > 0 si et seulement si z €]z, T

(c) Montrer que 1 <z < 2 et % < 2~ < 1. On rappelle que, & 1072 pres, In2 ~ 0.7.

Déterminer la relation entre le graphe de /g et la ligne de niveau e~ ! de f, i.e. 'ensemble :

F={(z,y) €R?, f(z,y) = e '}

et tracer I'allure de cette ligne de niveau.

Déterminer une équation de la tangente & F' au point de coordonnées (1, 1). On vérifiera que
ce point est bien dans F'. Tracer cette tangente sur le dessin issu de la question précédente.

Déterminer une équation de la tangente & F' au point de coordonnées (x*,0). On vérifiera que
ce point est bien dans F'. Tracer cette tangente sur le dessin issu de la question précédente.



