
PCS0 2014 - 2015 Analyse MCP

Feuille d'exercices 1

Récurrence

Exercice 1 Soit (un)n∈N la suite arithmétique réelle dé�nie par la relation de récurrence{
un+1 = un + 4, n ∈ N,
u0 = 0.

1. Pour n ∈ N, que est le signe de un ? Montrez le par récurrence.

2. Montrez par récurrence que pour tout n ∈ N, on a l'égalité un = f(n), où f : R → R est

une fonction à déterminer.

3. On note (vn)n∈N la suite dé�nie par la relation

vn = u0 + u1 + ...+ un =
n∑

k=0

uk.

Montrez que (vn)n∈N est croissante.

4. Montrez par récurrence que pour tout n ∈ N, on a l'égalité vn = 2n2.

Exercice 2 Démontrez par récurrence que pour tout entier naturel n ≥ 1, on a

1.

n∑
k=1

k3 =
n2(n+ 1)2

4
.
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2.

n∑
k=1

k.k! = (n+ 1)!− 1.

Exercice 3 Montrez que pour tout entier n, 4n − 1 est divisible par 3.

Exercice 4 Soit x un réel �xé x ≥ −1. Montrez que pour tout entier naturel n ≥ 1, on a

(1 + x)n ≥ 1 + nx.

Exercice 5 Montrez que pour tout entier naturel n ≥ 1, on a

1 + 1√
2
+ ...+ 1√

(n)
< 2
√
n.

Exercice 6 Déterminez les entiers naturels n tels que n2 < n!.

Exercice 7 Soit a et r deux réels. Soit (un)n∈N la suite arithmétique de raison r et de premier

terme a. {
un+1 = un + r, n ∈ N,
u0 = a.

Démontrez par récurrence que pour tout entier naturel n ≥ 1, on a

u0 + u1 + ...+ un =
n∑

k=0

uk = (n+ 1)
(u0 + un)
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Exercice 8 Soit (un)n∈N la suite géométrique de raison r et de premier terme a donnée par{
un+1 = run, n ∈ N,
u0 = a.

1. Montrez que un = f(n), où f : R→ R est une fonction à déterminer.

2. Montrez par récurrence que pour tout réel x et tout entier naturel n ≥ 1, on a

1− xn = (1− x)(1 + x+ x2 + ...+ xn−1).

3. En utilisant la question précédente, montrez que

u0 + u1 + ...+ un−1 = a

(
1− rn

1− r

)
.

2


